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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ПРИ ВЫЧИСЛЕНИИ 
ИОННОЙ ЧАСТИ СПЕКТРАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 
НЕКОГЕРЕНТНО РАССЕЯННОГО СИГНАЛА 
 
Получены расчётная формула спектральной функции ионной составляющей спектра 
некогерентного рассеяния и её упрощённый вид при использовании асимптотических 
приближений. Проведена оценка погрешности асимптотических вычислений. 
 
Отримані розрахункова формула спектральної функції іонної складової спектру некогерентного 
розсіяння і її спрощений вигляд при використанні асимптотичних наближень. Проведена оцінка 
похибки асимптотичних обчислень.  
 
The spectral function formula of ionic component of the incoherent scattering spectrum and its 
simplified asymptotic expression are presented. The asymptotic error is estimated. 
 
Введение. Основополагающие статьи, посвященные теоретическим 
основам метода некогерентного рассеяния (НР), появились в печати в 
течение 60-х и 70-х годов [1–9]. Однако ни в этих работах, ни в последующих 
трудах [10–13] не приведены расчётные формулы для вычисления 
спектральной функции и автокорреляционной функции (АКФ) некогерентно 
рассеянного сигнала, экспериментальные значения которых измеряют на 
радарах НР. В статьях и монографиях [14–19] приведены расчётные 
формулы, позволяющие интерпретировать экспериментально полученные 
значения АКФ с целью вычисления ионосферных параметров. Однако в этих 
работах не приводится вывод теоретических выражений расчётных формул. 
Цель работы – вывести упомянутые расчётные формулы, применяемые 
на радаре Института ионосферы; сравнить спектральные функции ионной 
части спектра некогерентно рассеянного сигнала в её общем виде и при 
использовании асимптотических разложений некоторых членов, входящих в 
аналитическое выражение спектральной функции. 
Определение спектральной функции некогерентно рассеянного 
сигнала. При распространении в квазиоднородной плазме плоской 
монохроматической волны ( )tRE ,GG ~ ( )( )RktiE GGG 000 exp −ω  вследствие тепловых 
флуктуаций плотности электронов (концентрация электронов ne испытывает 
отклонения δne от равновесного состояния ne0: eee nnn δ+= 0 ) наблюдается 
появление волн с измененными частотами и направлениями рассеяния. 
Интенсивность некогерентного рассеяния элементом объема dV в элемент 
телесного угла dΩ в интервале частот dω определяется формулой [6]: 
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где ω0 – частота падающей волны; ω – частота рассеянной волны; 0k
G
 – 
волновой вектор падающей волны; k
G
 – волновой вектор рассеянной волны; 
ε(ω) – диэлектрическая проницаемость плазмы; ⊥0E
G
 – составляющая вектора 
0E
G
, перпендикулярная вектору k
G
; ( ) ωδ ,2 ken G  – спектральное распределение 
пространственно-временной автокорреляционной функции флуктуаций ne. 
При обратном рассеянии для волны круговой поляризации ( ) 2020 EE =⊥ . 
Если Δω << ω0, то ε(ω) ≅ ε(ω0). Тогда 
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является спектральной функцией сигнала НР [6]. 
Спектральное распределение пространственно-временной АКФ 
флуктуаций плотности электронов в равновесной электронно-ионной плазме 
без учета столкновений определяется выражением [6]: 
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где ( )kG,ωεΙΙ  – продольная составляющая диэлектрической проницаемости 
плазмы; ( )ke G,ωχ ΙΙ  – электронная составляющая для продольной 
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электрической восприимчивости; ( )ki G,ωχ ΙΙ  – ионная составляющая для 
продольной электрической восприимчивости; t = Te/Ti – отношение 
температур электронов и ионов; λD – радиус Дебая. 
Для плазмы, состоящей из электронов и ионов разных сортов, 
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где αγ  – относительное содержание ионов сорта α; tm
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Применение асимптотических приближений при вычислении 
спектральной функции. Для ионов O+ атомного кислорода, доминирующих 
в области F2, величина 0059.0
O
≈
+m
me . Для ионов гелия He+ и водорода H+, 
содержащихся во внешней ионосфере, величины 0117.0
He
≈
+m
me , 
0234.0
H
≈
+m
me . Используя асимптотическое приближение функции 
, можно показать, что в области частот z, меньших или 
порядка 
( ) ( )12 2 <<≅ϕ zzz
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имеет вид: 
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Для плазмы, состоящей из электронов и ионов одного сорта, ионная 
часть спектрального распределения пространственно-временной АКФ 
флуктуаций плотности электронов при асимптотических приближениях 
равна 
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Спектральная функция 
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Таким образом, спектральная функция при асимптотических 
приближениях равна 
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Нормированная спектральная функция ( ) ( )( )00
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где . zμ=θ
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Нормированная спектральная функция 
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При вычислении значений функции  воспользуемся выражением ( )ωΔ*0s
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Если mi = 16 а.е.м., t = 1.5, то μ ≈ 209.2; при mi = 4 а.е.м., t = 1.5 величина 
μ ≈ 104.6; при mi = 1 а.е.м., t = 1.5 получаем μ ≈ 52.3. 
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Функция . Так как вычисление спектральной 
функции мы будем производить, изменяя аргумент z, представляется 
удобным верхний предел интеграла сделать равным z: 
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При наличии различных сортов ионов спектральная функция имеет вид: 
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Нормированная спектральная функция 
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Полный вид спектральной функции ионной части спектра. Для 
плазмы, состоящей из электронов и ионов одного сорта, ионная часть 
спектрального распределения пространственно-временной АКФ флуктуации 
плотности электронов равна 
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Нормированная спектральная функция ( ) ( )( )0*
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Квазинормированная спектральная функция 
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где ( )
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β⋅π
+=ωΔ
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−μ−
∗
zz
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i
zetzeztz
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ts –
квазинормированная спектральная функция ионной составляющей спектра; 
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1
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⎡ μπ+μϕ−μβ⋅π
+=ωΔ
μ−−
μ−−
∗
zz
zz
e
zetzeztz
zetzte
ts –
квазинормированная спектральная функция электронной составляющей 
спектра. 
На рисунке представлены графики нормированной спектральной 
функции , полученной при асимптотических приближениях, и 
квазинормированной спектральной функции  ионной части спектра 
некогерентного рассеяния. 
∗
0s
∗
is
 
 
Рис. – Сравнение ионной составляющей  и её асимптотического приближения  *is
*
0s
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Нормированная спектральная функция ( ) ( )
( ) ( )∫
∞+
∞−
∗
∗∗
ωΔωΔ
ωΔ=ωΔ
dS
Ss
0
0
0 . 
Квазинормированная спектральная функция ( ) ( )
( ) ( )∫
∞+
∞−
∗
∗∗
ωΔωΔ
ωΔ=ωΔ
dS
Ss ii
0
. 
 
Выводы. Приведены аналитические выкладки расчётной формулы 
нормированной спектральной функции ионной части спектра и её 
упрощённого вида при использовании некоторых асимптотических 
приближений. Аналитическое выражение спектральной функции 
используется для вычисления теоретических значений автокорреляционной 
функции в процессе интерпретации экспериментальных значений АКФ. 
Асимптотическое приближение ионной части спектра несколько 
деформирует форму нормированной спектральной функции. В следующих 
статьях планируется вычислить погрешность ионосферных параметров, 
обусловленную погрешностью асимптотического приближения 
теоретического выражения характеристик некогерентно рассеянного сигнала, 
а также исследовать электронную часть спектра НР в области частот ионной 
составляющей спектра. Так как при использовании упрощённых формул 
требуется существенно меньше вычислительных ресурсов, асимптотические 
приближения удобно использовать при обработке экспериментальных 
значений характеристик НР сигнала для вычисления начальных значений 
ионосферных параметров с последующим уточнением с использованием 
полной формулы. 
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